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１．はじめに
　本稿では，Chen et al.（2008） が用いた再帰的
効用を持つSidrauskiの貨幣効用関数モデルを時
間選好率が資産に依存するモデルに変更すること
により，インフレと経済成長の関係にどのような
変化が現れるかを分析する。
　Uzawa（1968） は，時間選好率を内生化する
ことにより貨幣の超中立性が成り立たないことを
示した。Uzawaは貨幣効用関数モデルを時間選好
率が効用水準に依存する形に拡張することで，定
常状態の貨幣発行率の増加は定常状態の資本ス
トックを増加させるというトービン効果を導び
いた。Epstein and Hynes（1983） はUzawaモデ
ルをより扱いやすいように拡張したモデルで，
Uzawaモデルと同様の結論を得ている。また，
Kam（2005） は時間選好率が資産に依存すると
いう貨幣効用関数モデルを用いることにより，トー
ビン効果を導いた。Kamは時間選好率に影響して
いる資産をマクロ変数として用いており，代表的
個人の最大化問題では外生変数として扱っている。
そのため，Sidrauski（1967） からほとんど仮定
を強めることなく，定常状態の安定性まで導いて
いる。
　時間選好率を内生化することは，時間選好率
の変化を通じて貨幣量の名目的な変化が，実質
的な資本ストックに影響を及ぼすため，インフ
レと経済成長の関係を分析するためには適した
拡張である。Uzawaらのモデルでは，消費や貨幣
の実質残高に関し逓増的な時間選好率の仮定を
置いており，これがトービン効果を導くために
重要な役割をしている。しかし，時間選好率に
関する実証研究では，時間選好率は富，または
所得に関して逓減的であることが知られている 
（Lawrence, 1991，Samwick, 1998，Frederick et 
al., 2002）。そのため，彼らのモデルに置かれて
いる仮定に関し，いくつかの批判がなされている１。
逓減的な時間選好率を許容する研究もこれまで行
なわれてきた （Hirose and Ikeda, 2004，Chen et 
al., 2008，Miyazaki and Utsunomiya, 2013） が，
時間選好率が消費と実質残高の関数とされている。
彼らは富，または所得が高い家計ほど，消費水準
や実質貨幣残高の水準が高いという関係から，時
間選好率を消費と実質残高の関数と設定したと考
えられる。しかし，富と消費，富と実質残高の関
係は，定常状態では，この関係が成り立つことは
求められても，均衡経路上でどのような相関関係
があるかはっきり示されていない。Samwick（1998） 
では，富を金融資産と自己資本の合計として表し，
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富の増加が時間選好率を減少させるという結論を
導いている。そこで本稿では，時間選好率が，貨
幣の実質貨幣残高と資本の合計である資産に依存
するという形に変更することにより，インフレと
経済成長の関係がどのように変化するかを分析する。
　本稿の主要な結果としては，時間選好率が資産
の水準に依存する形に変更したことにより，逓減
的な時間選好率の下でもトービン効果が成り立つ
範囲があることを明らかにした点である。実証研
究によって支持されている時間選好率が逓減の仮
定の下でトービン効果が得られるという結果を導
いているものはこれまで存在していない。時間選
好率が逓減的であるケースでは，反トービン効果
が成り立つことが示されている。実証研究の結果
からは，高いインフレ率は経済成長を阻害する
ことは明らかにされている （たとえば，Fischer, 
1993，Barro, 1997 がある） が，低いインフレ率
の際の経済成長への影響は，はっきりしていない
ことに加え，デフレが経済成長を促進させるとい
う結果は得られていない。本稿の結果は，実証研
究，とくにSamwick（1998） の結果に準拠した
モデルを構成することにより，逓減的な時間選好
率の下で，トービン効果が成り立つことを示して
いる。
　再帰的効用を持つモデルでは，たとえ非貨幣経
済モデルであってもほとんどの文献は，消費もし
くは瞬時的効用水準の増加に対し時間選好率は増
加すると仮定し，分析を行なっている。数少ない
例外の１つとして，Das （2003） は時間選好率逓
減のケースで安定性の条件を考察した２。彼女の
課した条件によると，局所安定性にはBrock-Gale 
条件と呼ばれる，定常状態における割引率の増加
が資本の限界生産性の増加よりも大きいことを表
す条件（Brock and Gale, 1969） が必要であるこ
とが示唆されている。Chen et al. （2008） でもこ
のBrock-Gale条件３が課されているが，彼らはは
これを特殊なケースにおける定常状態の一意な
存在を保証するために用いた４。さらに，彼らの
課したBrock-Gale 条件は貨幣の効果が考慮され
ていない。もし実質残高の影響を考慮したBrock-
Gale 条件を正確に記述することが可能であれば，
その条件は，貨幣経済モデルの特性行列の行列式
が負となることに大きく寄与すると推察される。
本稿ではBrock-Gale条件を課すことにより，たと
え逓減的な時間選好率であったとしても一意で安
定な定常状態の下で，トービン効果が成り立つこ
とを明らかにする。また，時間選好率が個人の資
産に関し増加関数（減少関数）であるケースでは，
時間選好率が一定のモデルの結果と比較し，定常
状態の資本ストック水準が高く（低く）なること
を明らかにする。
　本稿の構成は以下のようになっている。２節で
は，時間選好率が資産の関数となっている貨幣効
用関数モデルを構築する。３節では，定常状態が
一意かつ安定であること，トービン効果が導かれ
ることを明らかにする。４節では時間選好率一定
のモデルとの比較を行い，５節で結論を述べる。
２．モデル
　本節では，時間選好率が資産に依存する貨幣効
用関数モデルを構成する。経済には無限期間生存
する消費者と政府が存在し，すべての消費者はあ
たかも１人の代表的個人で表現されるものと仮定
する。代表的個人は以下に示される生涯効用を最
大化するように行動すると仮定する。
　ここで，uは瞬時的効用を，cは消費，mは実質
残高，Δは累積時間選好率を，ρは時間選好率と
呼ばれる瞬時的な割引率を表し，aは資産を表し
ている。また，fは生産関数，kは資本ストック，
xは移転所得，πはインフレ率，δは減価償却率
を表す。
　単純化のため，人口増加率は0であると仮定する。
　効用関数，時間選好率，そして生産関数に以下
の仮定を課す。
仮定１
1.1　 ，uはcとmに関し凹，
　　 -uはcとmに関し対数凸，
　　 
1.2　
1.3　
定数
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仮定１はほとんどが再帰的効用のモデル，もしく
は貨幣効用関数モデルにおいて一般的に用いられ
ている仮定となっている。本稿の特徴的な仮定は，
以下のものがあげられる。まず，u<0，-uが対数
凸関数であることが1.1で，ρaa< 0が1.2で課され
ている。これらは，Epstein and Hynes（1983） 
やObstfeld（1990） など再帰的効用のモデルでは
頻繁に用いられる仮定であり，最大化の十分条件
となっている５。また，fk-δ+μ>0が1.3に課され
ている。これは後に定義する貨幣需要関数が存
在するための技術的な仮定である。Epstein and 
Hynes（1983） でもum/uc の稲田条件は定常状態
の存在のため課されていた。また，本稿の最大の
特徴としてρaに関する制約はここでは課されて
いない。
　1.1のucm≥0は消費財と実質残高が粗補完財で
あ る と い う 仮 定 で あ る。Sidrauski（1967） や
Fischer（1979） などでは，この条件よりも緩い
仮定が置かれているが６，Calvo（1979） ，Kam
（2005） では，条件としては強くなるがシンプル
に粗代替の仮定が置かれている 。
　以上の仮定の下，最大化問題の必要条件は，
に，横断性条件，
が加わる。ここで，λ，ϕは
それぞれa，Δに付随する共役変数である。微分
方程式（8） を を用いて解くと，
ϕはt期以降の生涯効用になることが知られている。
ベルマン方程式を用いるとV(a)=ϕ かつV'(a)=λ 
が導かれる。
　最適経路上では貨幣市場，財市場の均衡が成立
する。政府は貨幣を一定率μで増加させるとする
と，実質残高の動学方程式は
 
となる。また財市場では，生産された財が消費さ
れ，残りすべてが投資にまわされるため，財市場
の動学方程式は
となる。
　（5）を時間微分し，（7）に代入すると以下を得る。
ここで， は異時点間の代替の弾力性
を， は
資本の単位で測った瞬時的時間選好率の変化によ
る将来効用の変化分を表している。（5）と（6） 
からλを消し，（9）に代入すると以下を得る。
これより，最適時間経路上のc，m，kは（11），（12），
および（10）の３式から求められる。
３．局所的安定条件とトービン効果
　本節では，まず定常状態が安定かつ一意に存在
することを確認する。本稿では，時間選好率が資
産の減少関数である可能性を排除しないために
ρaの符号に関し，何も仮定をしていなかった。
本節では仮定を追加し，定常状態の一意性と安定
性を導く。その上でトービン効果が成り立つρa
の範囲を明らかにする。
　定常状態は，（11），（12），（10）および  
より，
を満たすc*，m*，k* の水準となる。ここで消費関
数χ と貨幣需要関数ψ をそれぞれ
を満たすように定義し，以下を仮定する。
仮定２（Brock-Gale条件）
この仮定は資本ストックの増加が限界生産性に与
える影響より，時間選好率に与える影響の方が大
きいことを課している。消費関数χ，貨幣需要関
数ψを （13） に代入し，資本ストックのみに依存
する関数g(k)を以下のように定義する。
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明らかに，定常状態ではg(k*)=0となる。g(k)を
表したものが，図１となる。関数g(k)の曲線上で
は消費関数，貨幣需要関数が成り立っているこ
とより が満たされる。また，g(k)は
と対応しているため，横軸上では となる。
Block-Gale条件は，この曲線の傾きが常に負であ
ることを保証する。また，生産関数の稲田条件よ
り，kが0付近では曲線は第１象限上に，kが無限
大に大きくなると第４象限上にあることから，定
常状態は一意に存在することが保証される。
次に安定性の分析に移る。（11），（12），（10） を
定常状態の近傍で線形近似すると
となる。ここで を表しており，下添え
字はその変数で偏微分した値を表している。係数
行列 J を次のように定義する。
cとmはジャンプ可能変数であることから，定常
状態が安定である十分条件は次のようになる。
ここでdet(J)は行列式を，tr(J)はトレースを表し
ている。仮定１より かつ が，
仮定２より中括弧内が負であることが導かれる。
これより仮定１，２を仮定すると，定常状態は一
意に存在し，鞍点解となる。
　次に，トービン効果の有無を調べるため，貨幣
発行率の変化による定常状態の資本ストックの変
化を求める。
　（14），（15）を貨幣需要関数，消費関数を用い
て（13）に代入し，貨幣発行量の変化による資
本ストックの変化を求めると，以下のようになる。
　分母は仮定２が満たされていれば負であるため，
分子が正であれば，トービン効果が導かれる。Fの
定義より，分子が正となる条件は
 となる。この不等式の右辺は仮定
１より負となるため，時間選好率が資産の減少関
数であったとしても，条件を満たせばトービン効
果が成り立つことが示された。
　本稿では，時間選好率が資産に依存する形に変
更することによって，時間選好率が減少関数であ
るという実証研究の分析に準拠した構成の下でも
トービン効果を導くことに成功している。
４．比較分析
　本節では，前節の分析で得られた結果を時間選
好率が一定のモデルと比較することにより，時間
選好率を内生化することによる，定常状態の資本
ストック水準に与える影響について分析する。
時間選好率一定のモデルの定常状態は
図１：定常状態の一意性
5新潟産業大学経済学部紀要　第53号
を満たすc*，m*，k*となる。時間選好率を資産に依
存するように内生化することによりF が（13’）
に加わるという点のみが異なっているが，（14’），
（15’）はそれぞれ（14），（15）と同一の式となっ
ている。また，この結果は，時間選好率がマクロ
水準の資産に依存するとしたKam（2005） の定
常状態を記述する式とも同じものになる。したがっ
て，時間選好率一定のモデルもKam（2005）の
モデルも，本稿のモデルと貨幣需要関数も消費関
数もまったく同一のもので定義することができる。
それらを（13）および（13’）に代入した曲線を
描いたものが図２になる。
　曲線は貨幣需要関数，消費関数を代入した
（13），および（13’），fk-δ-ρ-F を表している。（13’）
は３つの曲線の中で，中央に位置している。定常
状態の資本ストックの水準は曲線と横軸が交差す
るk* になる。一方で，（13）では，F があるため，
ρaの符号に依存して結果が異なる。もしρa>0 な
らば，F<0 となるため，曲線は（13’）のケース
よりも上側に位置する。これにより，ρa>0 のケー
スでは，（13’）のときより定常状態の資本ストッ
クの水準は高くなる（k*'）。一方でもしρa<0 であっ
たならば，F>0 となるため，曲線は（13’）のケー
スより下側に位置し，定常状態の資本ストック水
準は低くなる（k*''）。
　この結果の直感的な解釈は次のようになる。時
間選好率の変化は，将来効用の現在価値に変化を
もたらすため，利子率の変化と負の相関がある。
時間選好率が増加関数であるケースでは，資産を
蓄えることが将来効用を大きく割り引くことにな
り，利子率が減少したときと同じ効果を持つ。利
子率が減少すると，代替効果により，将来の消費
から現在の消費に移転が起こるため，資産を取り
崩して消費を行なう。しかし所得効果では現在の
消費をより多く減少させる，資産の増加が生じる。
本稿のモデルでは，最大化の十分条件を課してい
るため，瞬時的効用関数が負の値をとっている。
　これはCRRA型効用関数で考えると異時点間の
代替の弾力性が1より小さいことを意味している。
これにより，代替効果の資産の減少よりも所得効
果による資産の増加の方が大きくなり，全体効果
としては資産が増加するという結果が得られる。
時間選好率が減少関数であるケースではこれの逆
の作用が働くため，全体として資産は減少している。
５．おわりに
　本稿では，時間選好率が個人水準の資産の関数
である貨幣効用関数モデルを用いて，定常状態の
安定性，貨幣成長率と資本ストックの関係，およ
び時間選好率一定のモデルもしくはKam（2005） 
の結果との比較を行なった。本稿の分析で得られ
た結論は以下の３点である。第１に，Block-Gale
条件を課すことにより，時間選好率が資産の増加
関数であるか否かを仮定することなく，定常状態
が一意で安定に存在することが明らかになった。
実証研究の結果からは，時間選好率が富の減少関
数であることが導かれている。時間選好率が資産
の減少関数であっても，定常状態が一意で安定
となる条件を導けたことが本稿の貢献の一つと
なっている。第２に，時間選好率が資産の減少関
数であっても，トービン効果が成り立つことが
導かれた。時間選好率が瞬時的効用の増加関数
と仮定したUzawa（1968） やEpstein and Hynes
（1983），マクロ水準の資産の増加関数と仮定し
たKam（2005）では，増加関数という仮定がトー
ビン効果を得るために必要な条件となっていた。
本稿では，個人水準の資産の関数と仮定すること
により，資産の減少関数であってもトービン効果
が成り立つことを明らかにした。第３に，時間選
好率が増加関数であるか否かが，定常状態の資本
ストックの水準に影響を与えることを示した。こ
図２：定常状態の資本ストックの比較
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れは，Uzawa（1968） 以降言われていた，時間
選好率の関数型によって富の分布が表されるとい
う結論をより具体的に示したことになる。
　今回の分析では解析的に時間選好率が資産の減
少関数となるケースにおける定常状態の安定性な
どの条件を求めた。数値計算を行うことで，パラ
メータの違いによる定常状態の資本ストックの違
いを表すことも可能となる。これは今後の課題と
したい。
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Hirose and Ikeda（2004）が詳しい。
６　Sidrauski（1967）やFischer（1979）では，
， という仮定が置
かれている。これは，消費財，実質残高が正常財で
あるということを表している。
７　本質的な違いではないが，Kam（2005）は，
と仮定している。 を含めても結果は変わら
ないため，本章では，応用の範囲を広げるため，分
離可能を含めた形をとっている。
参考文献
Barro, R.J. （1977） “Unanticipated Money Growth and 
Unemployment in the United States,” American 
Economic Review, Vol. 67, pp. 101–115.
Blanchard, O.J. and S. Fischer （1989） Lectures On 
Macroeconomics: MIT Press.
Brock, W.A. and D. Gale （1969） “Optimal Growth under 
Factor Augmenting Progress,” Journal of Economic 
Theory, Vol. 1, pp. 229–243.
Calvo, G. A. （1979） “On Models of Money and Perfect 
Foresight,” International Economic Review, Vol. 20, 
No. 1, pp. 83–103.
Chen, B.-L., M. Hsu, and C.-H. Lu （2008） “Inflation and 
Growth: Impatience and a Qualitative Equivalence,” 
Journal of Money, Credit and Banking, Vol. 40, No. 6, 
pp. 1309–1323.
Das, M. （2003） “Optimal Growth with Decreasing 
Marginal Impatience,” Journal of Economic Dynamics 
& Control, Vol. 27, pp. 1881-1898.
Epstein, L., Hynes, J. A. （1983）.” The rate of time 
preference and dynamic economicanalysis”. Journal 
of Political Economy, Vol.91, pp.611–635.
Fischer （1979） “Capital Accumulation of the Transition 
Path in a Monetary Optimizing Model,” Econometrica, 
Vol. 47, No. 6, pp. 1433–39.
－　（1993） “The Role of Macroeconomic Factors in 
Growth,” Journal of Monetary Economics, Vol. 32, pp. 
485–512.
Frederick, S., G. Loewenstein, and T. O’Donoghue （2002） 
“Time Discounting and Time Preference: A Critical 
Review,” Journal of Economic Literature, Vol. 40, 
pp.351-401.
Hirose, K., Ikeda, S. （2004）. “On decreasing marginal 
impatience in a monetary growth model”. Osaka 
University COE Discussion Paper, No. 43.
Kam, E. （2005）. “A note on time preference and the 
Tobin effect”. Economics Letters, Vol.89, pp.127–132.
Lawrence, E. （1991）. “Poverty and the rate of time 
preference, evidence from panel data”. Journal of 
Political Economy, Vol.99, pp.54–77.
Miyazaki ,  K . ,  Utsunomiya,  H.  （2013）. “On the 
Uniqueness and Stability Conditions for Two Types of 
Monetary Models with Recursive Utility”. Journal of 
International Economic Studies, No.27, 23-45.
Obstfeld, M. （1990） “Intertemporal Dependence, 
Impatience, and Dynamics,” Journal of Monetary 
Economics, Vol. 26, pp. 45-75.
Samwick, A. （1998）. “Discount rate heterogeneity and 
social security reform”. Journal of Development 
Economics, Vol.57, pp.117–146.
Sidrauski, M. （1967）. “Inflation and Economic Growth,” 
Journal of Political Economy, Vol.75, No. 6, pp. 796–
810.
Uzawa, H. （1968）. “Time preference, consumption, and 
optimal asset holdings”. In Wolfe, J. N. ed. In Value, 
Capital, and Growth: Papers in Honor of Sir John 
Hicks: University of Edinburgh Press, pp. 485–504 
